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 إهدأءٓ

 

 قُرّة عيني..ـ أٔبيأٔهدًه ل

  أٔمي..فؤادي ومنببِ 

 إميك، أٔنتَ امقرًة امبعيد  دًهأٔه

 أٔحة طيبي الذيلخ أٔهدًه

  مصطفى ش تات 

 ماهر نظمي امقرواني. ومـ د

 ومكل امكادر الٔكاديمي الذي أٔشرف علً

 مم تبقٓة ورد مكل مم سسيتمرني ًومااً  أٔرسله

 أٔقدّمه مكل مم يحبّني

 مصدًقاتي

 وبكل هيبمٓ مكل هيام أٔعرفها ولٓ أٔعرفها

 دًه إليَّ أٔناأٔه.. ولٔنه بحثَي الٔول

 

 الدموهيام 

 



 

  ب
 

 

 

 شكر

 

، أٔشكره س بحانه على جزًل ربيأٔتدأُ شكري لذي الجلالة، الله 

علًَّ وأٔمرمني بها، وعلى رأٔسها ثلك امنعمة المهداة،  نعمه امتي ممَّ بها

 .صلى الله عليه وعلى ألٓه وصحبه وسلم امنبي الٔمين

خصُّ منهم أٔشكر   مم علمني حرفااً   ححاتي الدراس ية، وأٔ للٌ 

  مم درّس ني امرياضيات ًومااً، سواء   امصفوف المدرس ية أٔو لحٓقااً 

  .عندما تخصصتُ امرياضيات   جامعة امقدس المفيوحة

ه لي، وأٔعتترُ منهم جميعااً عائلتي على ّ  الدعم الذي قدمت أٔشكرُ 

 .إنْ ضاًققم ًومااً 

 هيام الدمو

 

 



 

  ت
 

 

 الفهرس
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  ث
 

قذمة م

 

ه در 
ٔ

خد ا
ٔ

جّفى موه، هم ا ن ْ ًُ مَوّ، ولا  ًُ اوٌات غلمٌ لا ًوضب ولا  الرً
اء  خرى، هالفٌزً

ٔ
ساسٌة لمػظم الػلمم الا

ٔ
و اللبوة الا الػلمم اثساغاً وًشنِّ

اوٌات  والالجصاد والداسمب والهودسة وغٌرها الن دٌر، لذلم سمٌّت الرً
م الػلمم، فهي لغة

ٔ
الػصر، لغة الدلة والاخجصار، ًفهمُ رممزها الجمٌع  با

 .باخجلاف لغاثهم وخكافاثهم

ثػمّق في اخدى جزئٌات الجدلٌو 
ٔ

ن ا
ٔ

في هذا البدح اخجرتُ ا
ثددّث غن المججالٌات والم

ٔ
 ثسلسلات الالجراهٌة بػد المرورالدكٌكي، لا

ػاً  هٌة ، فنان الفصو الاول غن المججالٌات الالجراغلى الػددًة موهاسرً
ما 

ٔ
وثكاربٌها الوكعي والموجظم، وخصائص ومػاًٌر الجكارب الموجظم، ا

الفصو الداهي فنان غن المجسلسلات الالجراهٌة والاخجبارات الجي 
 .اخجصت بها

سجفاد  ًُ ن ًصبح مرجػاً 
ٔ

همن لد وفكت في بددي هذا، وا
ٔ

ن ا
ٔ

رجم ا
ٔ

ا
 . موه في ممومو المججالٌات والمجسلسلات الالجراهٌة
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ت الاقترانات ميتاميا

 الفصل الأول 

(1) 

 :الفهرس
 

ثػريف المججاليات الاقجراهية  (1-1)
الموجظم الجقارب الجقارب الوقطي و (1-2)
مػايير الجقارب الموجظم  (1-3)

خصائص الجقارب الموجظم  (1-4)
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 المتتاميات الاقترانية (1-1)

Sequences of Functions 

 

على مفهوم ظرةٍ خاطفة بنٌنبغً أن نمرَّ  لاقتراناتا، وعند الحدٌث عن متتالٌات بداٌة

 .المتتالٌات

مجموعة الأعداد  اقتران مجاله (sequence) فالمتتالية

وتسمى متتالٌة غٌر منتهٌة، أو  ()الصحٌحة الموجبة 

 على الصورة ()مجموعة جزبٌة من  1,2,3,...,n 

 .ات إلى نوع المدىوتتبع تسمٌة المتتالً .منتهٌة وتسمى متتالٌة

، ومداها مجموعة جزبٌة من دالة مجالها Xلتكن: مثال 

 .متتالٌة حقٌقٌةXعندها تكون ، :X   

 (، الحادي عشر، المنهاج الفلسطٌن2ًلرٌاضٌات العلمً جا)

 قط ٌشار   لكل عدد طبٌعً عددااً حقٌقٌااً واحدااً  ولأنّها اقتران،

له بالرمز 
na وٌسمى بالحد النونً للمتتالٌة. 

                                 

ماذا لو كان المدى  ،لكن

رة عن حدود تحتوي عبا

ٌّرات؟ع  لى متغ

إجابة هذا السؤال هً ما 

سأتحدّث عنه  ً بحثً 

 .هذا

 سمىوهً ما ي

"قتراناتتاليات الامت"

 

اقتران ، متتالٌة عناصرها عبارة عن Aالمجموعة  لتكن لدٌنا :F A همجال 

) هو الأعداد الطبٌعٌة، استخدمنا الرمز ) nf n a أما . Aللتعبٌر عن عناصر المجموعة  

 :ٌة ككل ٌستخدم أحد الرموز الاتٌةللإشارة للمتتال

1{ }n na 

    ,     { }n n Na 
    , or    

1 2 3, , ,...a a a  

 :عدديةالمتتاليات الأمثلة على 

 11 1 1
1, , , ,... :

2 3 4

n

na
n

 
  
 

 

    
1 2 3 4

, , , ,... :
2 3 4 5 1

n

n
a

n
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أي تلك التً تكون عناصرها عبارة عن ، العددٌة المتتالٌات ما سبق تحدّثنا عن ً 

عبارة عن اقترانات، لأن  ا أن عناصر المتتالٌةمقدار ثابت، ولكنّ الأمر ٌختلف اذا  رضن

المجال،  مثلااً إذا  ران على المتغٌر  ً ذلكالاقتران معرف على مجال معٌن وتعتمد قٌمة الاقت

ٌّرت قٌمة  نحصل على قٌم جدٌدة لعناصر المتتالٌة وبالتالً متتالٌة جدٌدة تختلف عن  xتغ

 .سابقتها

لتصبح المجموعة  (، التابعٌةالدّالٌة)الاقترانٌة ٌزنا على المتتالٌات سٌقتصر ترك  ٌما ٌلً

Aعبارة عن مجموعة عناصرها اقترانات. 

 :تعريف| 

Dلتكن : (Sequence of Functions) متتالية الاقترانات مجموعة معطاة، ا ترض أنه  

nلكل  nf:ٌوجد اقتران   D تسمى المتتالٌة ، 
1n n

f



وتكون  متتالية اقترنات 

عناصرها 
1 2 3, , ,...f f f بالرمز، تؤدي الى متتالٌة من الأرقام الحقٌقٌة ٌرمز لها 

1
( )n n

f x



 

xحٌث  D. 

xلاحظ أنه  D  تكون   ( )nf x ٌة من الأعداد الحقٌقٌة، وإذا تغٌرت قٌمة متتالx  

تنتج  ( )nf x جدٌدة وتحتاج الى بحث جدٌد. 

 :قترانيةالا متتالياتالأمثلة على 

1 2

2
( ) , : , ,...

1 1 1 2
n

nx x x
f x x f f

nx x x
   

  

 
2

1 2( ) , 1,1 : , ,...
n

nf x x x f x f x          
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 امتقارب امنقطي والمنتظم (1-2)

Pointwise and Uniform Convergence  

 

العددٌة كنّا نبحث  ٌما اذا كانت نهاٌتها  المتتالٌات  ً

موجودة أم لا، أو بلغةٍ أخرى كنا نبحث  ٌما اذا كانت تقاربٌة 

ام تباعدٌة،  تكون المتتالٌة تقاربٌة اذا كانت نهاٌات المتتالٌات 

 .ـ الجزبٌة منها متساوٌة وإلا  إنها لٌست تقاربٌة ـ أي تباعدٌة

  ااً كبٌرااً مع متتالٌاتولكنَّ الأمر ٌختلف اختلا 

لكنْ، ماذا لو . xالاقترانات، لكونها تعتمد على قٌمة المتغٌر 

مثل  xعند قٌمة معٌنة للمتغٌرأوجدنا نهاٌتها 
0x! مثل ً  ،

ند تعوٌض هذه الحالة، أي ع
0x ت تتحول معنا  ً الاقترانا

الاقترانات الى أخرى عددٌة بعناصر حقٌقٌة، وبهذا متتالٌات 

ا نفعل  ً نتمكن من دراسة تقاربها وتباعدها كما كن

 .العددٌة المتتالٌات

 

 : تعريف| 

اذا كانت : (Pointwise Convergence) التقارب النقطي

 ( )nf x  متتالٌة اقترانٌة حٌث أن

: ,nf D D  ، نقول عن ( )nf x  أنها متقاربة

نقطٌااً عند 
0 0:x x x D   إذا كانت المتتالٌة العددٌة

0{ } { ( )}n na f x ولتكن  .متقاربة
0 0x D D  . 

xهً المجموعة التً تتكون من كل  0Dأن  حٌث [ D وتجعل  

 ( )nf xً  متقاربة   [  

 

 :حظةلام

لٌكن لدٌنا المتتالٌة  

 :الاقترانٌة التالٌة

1
{ ( )}

1

n

n n

x
f x

x 



 

 بٌتلو أننا قمنا بتث*

0x x ولتكن  
0 2x  ،

 : إن المتتالٌة الناتجة تكون

1

2
{ } { (2)}

1 2

n

n n n
a f


 


 

ولو أننا قمنا بتثبٌت *

0n n ولتكن   
0 3n  

 إن الناتج ٌكون اقترانااً 

 :هو
3

3 2
( ) ( )

1

x
f x y x

x
 


 

 ،بناءً على ذلك

 إن ( )nf x  تمتلك

خواص المتتالٌات العددٌة، 

بالاضا ة لخواص 

ٌها الاقترانات، وٌضاف عل

خواص تنتج عن 

اجتماعهما معااً 

لٌكن 
0:f D  تكون  nf  تتقارب الىf على  

0D إذا كان لكل
0x D ،

المتتالٌة  ( )nf x  تتقارب الى( )f xأي أنّه ، : 0 : ( ) ( )nx D f x f x   
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نهاٌة المتتالٌة  f ً الحالة الاخٌرة، ٌكون الاقتران  nf  على
0D وإذا كان الاقتران ،

f  موجودااً تسمى المتتالٌة nf  0متقاربة نقطٌااً علىD. 

 :ثلهناك الكثير من الرموز التي تستخدم للدلالة على التقارب النقطي م

nf f،( ) lim{ ( )}nf x f x   ، ( ) ( )nf x f x :0x D  

 :وبعضهم استخدم
.

( ) lim ( )n
p w

f x f x. 

حسب تعرٌف النهاٌات ونظرٌات المتتالٌات، نعلم أنه اذا كانت  nf الى  نقطٌااً  تتقاربf  عند

0x 0:  ان  00, : , ( ) ( )nN N n f x f x        

 

 :1-1مثال 

: ا رض ان 
2

( ) , ( ) , 0,1n

x nx
f x f x x x

n


   أن  برهن 

0 0( ) lim ( )n
n

f x f x


. 

 :الحل

0نفرض أن   ، 0 0,1x  نبحث عن ،N بحٌث أن:    

    
2 2

0 0 0
0 0 0( ) ( )n

x nx x
f x f x x

n n



     

 

أي أن 
2

0x
n


 اذا  رضنا  ،

2

0x
N


 ، أن  ٌنتج( ) ( )nf x f x. 

 

 :2-1مثال 

: ا رض ان
sin

( ) , ( ) 0,n

nx
f x f x x

n
   أن برهن

0 0( ) lim ( )n
n

f x f x


. 

 :الحل

0نفرض أن   ،0x  نبحث عن ،N بحٌث أن:    

  : sin 1  
0 0

sin 1
( ) ( ) 0n

nx
f x f x

n n
     

أي أن 
1

n


  إذا  رضنا  ،
1

N


، أن  جٌنت( ) ( )nf x f x. 

0تعتمد على كلٍّ من  1-1 ً المثال  Nلاحظ أن قٌمة  ,x      ً  Nبٌنما قٌمة ،  

، هذا النوع من التقارب هام 0xقٌمة   قط، أي أنها لا تعتمد على تعتمد على قٌمة  2-1المثال 

 .وٌسمى التقارب المنتظم -التقارب النقطً  -النوع السابق  جدااً وهو ٌختلف عن
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 : تعريف|  

اذا كانت  :(Uniform Convergence) التقارب المنتظم

 ( )nf x  متتالٌة اقترانٌة حٌث أن: ,nf D D  ،

نقول عن  ( )nf x  على أنها متقاربة بانتظامD  إذا

,0:كان : , ( ) ( ) ,nN N n f x f x x D          

، لكننً f         nf  :وٌرمز للتقارب المنتظم عادةاً 

nfسأستخدم الرمز  f  .طباعٌةلأسباب  

 xتعمل لجميع قيم  Nفي التقارب المنتظم نفس الـ 

الاختلاف الوحٌد بٌن التقارب النقطً والتقارب المنتظم هو  [

على  xعن   ً الاخٌر ٌجب أن ٌكون مستقلااً  Nأن العدد 

 ]. x ً التقارب النقطً التً تعتمد على قٌمة Nعكس 

 

 

 :ملاحظة

التقارب المنتظم ٌقتضً 

ضمنااً التقارب النقطً، 

واذا كانت لدٌنا متتالٌة 

اقترانات  إن المقترح 

الوحٌد لقٌمة التقارب 

نتظم، هو قٌمة التقارب الم

.النقطً

 

 :3-1مثال 

 :ا رض أن
1

( ) , ( ) :nf x x f x x x
n

   أن ،برهن ( ) ( )nf x f x. 

 :الحل

0نفرض أن   ،x  نبحث عن ،N بحٌث أن:     

1 1
0, : , ( ) ( )nN N n f x f x x x

n n
           

 

أي أن 
1

n


لتكن ، 
1

N


 بما أن ،N   لا تعتمد على x إن  ، ( )nf xتقاربي 

)الى  بانتظام )f x. 

ٌقة لبرهان ما اذا كانت متتالٌة اقترانات تتقارب إن نفً التعرٌف السابق ٌعطٌنا طر 

اذا كانت  :بانتظام ام لا، وٌكون كما ٌأتً ( )nf x  متتالٌة اقترانٌة حٌث أن
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: ,nf D D  نقول عن ، ( )nf x  على بانتظام لا تتقارب أنهاD ذا كانإ: 

      0, : , ( ) ( )nN N n f x f x        

 :4-1مثال 

أثبت باستخدام التعرٌف ان المتتالٌة الاقترانٌة 
1

1

nnx





 
 
 

تتقارب نقطٌااً، ولا تتقارب  

) بانتظام الى ) 0f x  0: لكل 1x D x   . 

 :الحل

0نفرض أن   ،
0x D نبحث عن ،N بحٌث أن:    

    0 0

0 0

1 1
( ) ( ) 0nf x f x

nx n x
     

 

أي أن 
0

1
n

x
 اذا  رضنا  ،

0

1
N

x
 ،  ٌنتج أن( ) ( )nf x f x. 

0أما الآن  لٌكن 

1 1
,

2 1
x

n
  


 :، ٌصبح لدٌنا

0 0

0

1 1 1 1
( ) ( ) 0 1

1

1

n

n
f x f x

nx n n
n

n




       
 
 

 

، أي أنَّ 

1

1

nnx





 
 
 

 .، وهو المطلوبDلا تتقارب بانتظام على  

 

إن التحقق من كون أن متتالٌة اقترانات تتقارب تقاربااً منتظمااً باستخدام التعرٌف لٌس 

لكن هنالك معاٌٌر ٌمكن استخدامها لاثبات ان لاقترانات معقدة، سهلااً خصوصااً عندما تكون ا

متتالٌة اقترانٌة ما متقاربة بانتظام ام لا، دون الحاجة لاستخدام التعرٌف، سأوردها  ً البند 

f:اذا كان الاقتران ، لكن لنعلم انه التالً D إن :     

           

هو f مقياس الاقتران    ( ) :f Sup f x x D  
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 :إضاءة|  

 للمجموعة التً نحن أصغر حدّ أعلىوهو  Supremumمختصر لكلمة Supالرمز* 

 .نفسها لمجموعةلدراستها، وهو ٌكون أصغر من أي حدّ أعلى آخر  ً صدد 

للمجموعة، وهو ٌكون  ىدنحدّ أ أكبروهو  Infimumتصر لكلمة مخInf الرمز*  

 .نفسها لمجموعةى آخر لأكبر من أي حدّ أدن

 

 معاًير امتقارب المنتظم (1-3)
 

 :المعيار الاول

 :(Cauchy Criterion)معيار كوشي 

المتتالٌة الاقترانٌة  nf تتقارب بانتظام على المجموعة Dإذا و قط إذا كان: 

  0, : , : ( ) ( ) ,n mN n m N f x f x x D         . 

 

 :البرهان| 

إذا كانت :الاتجاه الأول nf تتقارب بانتظام  إن( ) ( )n mf x f x   

ا ترض أن 
nf fعلىDأي أن ،:      

   0, : , ( ) ( ) ,
2

nN N n f x f x x D


         

) :ٌنتج أنَّ  ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

n m n mf x f x f x f x f x f x
 

        

) أي أن ) ( )n mf x f x  . 
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)إذا كان :  الاتجاه الثانً ) ( )n mf x f x    إن  nfتتقارب بانتظام 

)ن بما أ ) ( )n mf x f x    إن  ( )n n
f x


متتالٌة كوشٌة، إذااً  هً متقاربة، أي  

( ) lim ( ) lim ( )n m
n m

f x f x f x
 

  وبتعوٌض( )f x مكان( )mf x  حٌثm 

) :ٌنتج أنَّ  ) ( ) , ,nf x f x n x D     َّأي أن ،: 
nf f. 

  

 :نظرية|  

المتتالٌة الاقترانٌة   nf تتقارب بانتظام على المجموعة D إذا و قط إذا كانت

المتتالٌة nf متتالٌة كوشٌة . 

 :ثانيالمعيار ال

 :(The Uniform Norm) نتظاممقياس الا

المتتالٌة الاقترانٌة اذا كانت nf المجموعةنقطٌااً على  تتقاربD الى( )f xإن  ،:  

 

قترانٌةالمتتالٌة الا nf تتقارب بانتظام على المجموعة D إذا و قط إذا

:كان lim 0: sup ( ) ( ) :n n n
n

f f f f f x f x x D


     . 

 

 :البرهان| 

إذا كانت :الاتجاه الأول nf تتقارب بانتظام  إنlim 0n
n

f f


  

ا ترض أن 
nf fعلىDأي أن ،: 

 0, : , ( ) ( ) ,nN N n f x f x x D          

حد أعلى للمجموعة  أي أن  ( ) ( ) :nf x f x x D  ًوهذا ٌعن: 
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     sup ( ) ( ) :n nf f f x f x x D       

lim: وهذا باستخدام تعرٌف النهاٌات ٌكا ا 0n
n

f f


 . 

limان إذا ك:  الاتجاه الثانً 0n
n

f f


   إن  nfتتقارب بانتظام 

limبما أن  0n
n

f f


  إنه  ،: , nn N f f     

: أي sup ( ) ( ) :n nf f f x f x x D      

,  :sup وبالاستفادة من خصابص ( ) ( )n nx D f x f x f f       

,0: ٌفٌد وهذا : , ( ) ( ) ,nN n N f x f x x D           

  

:أي أن nf تتقارب بانتظام. 

 :5-1مثال 

)1ادرس التقارب بانتظام للمتتالٌة الاقترانٌة  ) ,0 1n n

nf x x x x   . 

 :الحل

1عند اٌجاد 

0 0 0lim ( ) lim( ) 0n n

n
n n

f x x x 

 
    ًنلاحظ أن المتتالٌة تتقارب نقطٌاا

)نحو  ) 0f x ولدراسة التقارب بانتظام نفرض أن ،: 

1( ) ( ) ( ) n n

n ng x f x f x x x     لاٌجاد القٌمة العظمى للاقتران ،( )ng x 

 .، ونساوي المشتقة بالصفرxنقوم باشتقاقه بالنسبة الى

   

1 1' ( ) ( 1) ( )( ( 1) ) 0

0,
1

n n n

ng x nx n x x n n x

n
x x

n

       

 


 

)"بما أنَّ  ) 0
1

n
g

n



) إن للاقتران   )ng x  قٌمة عظمى عند النقطة

1

n
x

n



 

: أي 
1

sup ( ) ( ) .
1 1 1

n

n n

n n
g x g

n n n

   
     

     
: ، بأخذ النهاٌة له ٌكون
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1

lim ( ) lim . 0
1 1

n

n
n n

n
Sup g x

n n 

    
     

      

، وبهذا حسب المعٌار الثانً 

  . إن التقارب هنا منتظمااً 

 

 :6-1مثال 

)2س التقارب بانتظام للمتتالٌة الاقترانٌة ادر ) ,0 1n n

nf x x x x   . 

 :الحل

2عند اٌجاد 

0 0 0lim ( ) lim( ) 0n n

n
n n

f x x x
 

    نلاحظ أن المتتالٌة تتقارب نقطٌااً نحو

( ) 0f x ولدراسة التقارب بانتظام نفرض أن ،: 

2( ) ( ) ( ) n n

n ng x f x f x x x   للاقتران  ، لاٌجاد القٌمة العظمى( )ng x 

 .، ونساوي المشتقة بالصفرxنقوم باشتقاقه بالنسبة الى

   

1 2 1 1' ( ) (2 ) (1 2 ) 0

1
0,

2

n n n n

n

n

g x nx n x nx x

x x

      

 
 

بما أنَّ 
1

"( ) 0
2n

g   إن للاقتران ( )ng x  قٌمة عظمى عند النقطة
1

2n
x  أي :

 
2

1 1 1 1 1 1
sup ( ) ( )

2 4 42 2 2

n n

n n n n n
g x g

   
        

   
، بأخذ النهاٌة له 

: ٌكون 
1 1

lim ( ) lim 0
4 4

n
n n

Sup g x
 

 
   

 
، وبهذا حسب المعٌار الثانً  إن 

  .منتظمااً لٌس التقارب هنا 

 

 :ملاحظة|  
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يتميز معيار كوشي عن كل من مقياس الانتظام والتعريف لاثبات التقارب المنتظم،  

مثل اقترانية ما بأنه يثبت أن متتالية  ( )nf x ،ًدون الحاجة لايجاد   متقاربة تقاربة منتظما

)قيمة  )f x. 

 

 

 خصائص امتقارب المنتظم (1-4)

 

 لٌكن لدٌنا ( )nf x  اقترانات،متتالٌة( )f x وكانتاقتران ،  ,D a b هً المجال

، وكانت المعرّف علٌه كل هذه الاقترانات ( ) ( )nf x f x َّإن  ،: 

 (1) 

:بما أننَّ   ( ) ( )nf x f x إن المتتالٌة   ( )nf x  تتقارب نقطٌااً الى

( )f x: ( ) ( )nf x f x. 

 :رهانالب|   

بما أنَّ  ( ) ( )nf x f x  0 إن, : , ( ) ( ) ,
3

nN N n f x f x x D


         

0: نرٌد اثبات أنَّ  0( ) ( ) , 0nf x f x     ًوهذا كما ٌل ، :

0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
3 3 3

n n n nf x f x f x f x f x f x f x f x
  

          

 

 .أي أن التقارب المنتظم ٌضمن التقارب النقطً

 

 (2) 

)  إذا كان  )nf xمتصلااً على D  لكلn: ( ) ( )nf x f x الاقتران   إن

( )f x اقترانااً متصلااً على D. 
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 :البرهان|   

لتكن 
0x D ولأن ،( )nf x ًإنهفمتصلاا: 

0 00, 0 : , ( ) ( )
3

n nx x x D f x f x


            والتقارب ،

,0: المنتظم ٌضمن : , ( ) ( ) ,
3

nN N n f x f x x D


         

0 :نرٌد اثبات أنَّ  00, 0: , ( ) ( )x x x D f x f x             

0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

3 3 3

n n n nf x f x f x f x f x f x f x f x

  


      

   
 

 

(3) 

) إذا كان   )nf x قابلااً للتكامل على ,D a b  لكلn: ( ) ( )nf x f x 

) إن )f x  َّكذلك أٌضااً، أي أن :lim ( ) ( )

b b

n
n

a a

f x dx f x dx


  

 :البرهان|   

) بما أنَّ   )nf x قابل للتكامل على ,D a b إذااً هو متصل علٌها وهو ،

، لتكن محدوددٌ علٌها أٌضااً 

0, : , ( ) ( ) ,
3( )

nN n N f x f x x D
b a


       


 

لتكن و  sup ( ) ( )
3( )

nM f x f x
b a


  


باستخدام تعرٌف المجامٌع العلٌا  

): والدنٌا  إنّ  , ) , ( , )
3 3

n nU f f p L f f p
 

    ( ً5366حسب مقرر تحلٌل حقٌق ،

  (272، صجامعة القدس المفتوحة

)أنَّ  كما  , ) ( , )n nU f p L f p  ،  َّوهذا ٌنتج من أن( )nf x قابلااً للتكامل لأي

pتجزبة  على المجموعة  ,D a b. 
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): نرٌد أن نثبت أنَّ  , ) ( , )U f p L f p    :وهكذا ٌكون كما ٌأتً 

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

3 3 3

n n n nU f p L f p U f f p U f p L f p L f f p

  


      

   

 

 

 

)وبهذا ٌكون الاقتران  )f x قابلااً للتكامل على ,D a b َّكل من  ، وبما ان

( )nf x،( )f x  َّقابلان للتكامل  إن:          

   

( ) ( ) ( ) ( )

b b b b

n n

a a a a

f x dx f x dx f x f x dx dx
b a


    

    

lim :وهذا ٌعنً أنَّ  ( ) ( )

b b

n
n

a a

f x dx f x dx


 ( ًلقدس ، جامعة ا5366حسب مقرر تحلٌل حقٌق

 (304المفتوحة، ص

 

سأكتفي بذكر  هذا ويوجد خصائص أخرى كثيرة للتقارب المنتظم، لكنني  

الخصائص السابقة التي أوردتها، ولمن يريد الابحار أكثر في هذا الموضوع، فليراجع الكتب 

 .الموجودة في قائمة المراجع ليتعمّق أكثر

 

 

 



 

15 
 

 

 

 

ت الاقترانات سلسلامت

 لثانيالفصل ا 

(2) 

 :فهرسال

 المجسلسلات الاقجراهيةثػريف  (2-1)

 اخجبارات المجسلسلات الاقجراهية (2-2)
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 ت الاقترانيةجسلسلاالم (2-1)

Series of Functions 
 

كما كنّا قد بٌنا تعرٌف المتتالٌات العددٌة قبل البدء بالتعرف على المتتالٌات الاقترانٌة،   

 .عند التعامل مع المتسلسلاتأن نقوم بأمرٍ مماثل  كان لزامااً 

 

 :تعريف| 

}1إذا كانت  }n na 

  متتالٌة عددٌة حٌث أن{ }:na  إنه ٌوجد لدٌنا متتالٌة  ،

}1 مرتبطة من المجامٌع الجزبٌة }n ns 

  بحٌث تكون 
1

n

n k

k

s a


 إن  ،
1

n

n

a




  متسلسلةتسمى 

(series) ، 1  :أنوهً تتضمن 2 3

1

...n

n

a a a a




  . 

أما  ً ما ٌختص بتقارب المتسلسلات العددٌة،  إنه اذا كان المجموع   
1

n

n

a




  ،ًموجوداا

،  إن ساوي وكان عددااً حقٌقٌااً واحدااً،  إن المتسلسلة متقاربة إلٌه، أما اذا كان المجموع ي
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 .-أي لٌست متقاربة  –المتسلسلة تكون تباعدٌة 

انَّ الشرط اللازم والكا ً لتقارب المتسلسلة العددٌة   
1

n

n

a




  هو أن تكون متتالٌة

}1المجامٌع الجزبٌة لها  }n ns 

متقاربة ،. 

 

 

 :العدديةلسلات متسالأمثلة على 

            
1

1 1 1 1 1
...

( 1) 2 6 12 20n n n





    




 

1

1 0 1 2 3 4
1

( 1) 1 1 1 1 1
...

2 2 2 2 2 2

n

n
n







      

  

 ً المتسلسلات العددٌة، كان ما ٌسبب الاختلاف  ً قٌمة حدود المتسلسة هو قٌمة   

مثلااً ٌختلف الأمر، لأن حدود  x ندما ٌكون  ً الحدود متغٌر آخر كـلكن ع قط،  nالعدّاد 

 .المتسلسلة حٌنها تتحول الى اقترانات بدلااً من ان تكون اعدادااً حقٌقٌة كما هو الحال  ً العددٌة

 

 :تعريف|   

}1إذا كانت    ( )}n nf x 

 متتالٌة اقترانٌة ،x D  إنه ٌوجد لدٌنا متتالٌة مرتبطة  ،

}1 (Partial Sums)ن المجامٌع الجزبٌة م }n ns 

  بحٌث تكون 
1

n

n k

k

s f


  إن 
1

( )n

n

f x




 

   : أن، وهً تتضمن (Series of Functions) متسلسلة اقتراناتتسمى 

       1 2 3

1

...n

n

f f f f




   . 
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xلاحظ أنه    D   إنَّ ٌنتج متسلسلة جدٌدة،  
1

( )n

n

f x




   اقترانٌة  تلامتسلستمثل

، هذا لأننا الناتجة تكون متسلسلات عددٌةو المتسلسلات  ،xعدٌدة تبعااً لقٌمة المتغٌر المستقل 

 .بقٌمته الحقٌقٌة xتخلٌنا عن رمز

أما  ً ما ٌختص بتقاربها سواء النقطً أو المنتظم  إنَّ المتسلسلة الاقترانٌة    
1

n

n

f




 

الجزبٌة  إذا و قط إذا كانت متتالٌة المجامٌعتتقارب  
1

n

n k

k

s f


  متقاربة، أي اذا تقاربت

 
1

n

n k

k

s f


  نقطٌااً  إن المتسلسلة
1

n

n

f




  تتقارب نقطٌااً، واذا تقاربت 
1

n

n k

k

s f


 

بانتظام  إن المتسلسلة 
1

n

n

f




 تتقارب بانتظام على نفس المجال. 

  :أمثلة على المتسلسلات الاقترانية

 

 
3 3 3 3

1

sin sin 2 sin3 sin 4
sin ...

2 3 4n

nx x x x
x

n





     

 

2 2 2
2

2 2 2 2
0

...
(1 ) 1 (1 )n

n

x x x
x

x x x





   
  

 

  

عن المتسلسلة ٌقال  
1

( )n

n

f x




  بالاطلاقمتقاربة أنها (Absolutely Convergent) 

إذا كانت  Dعلى المجموعة 
1

( )n

n

f x




 لكل متقاربة x D . 

  

 :شرط كوشي لتقارب المتسلسلات الاقترانية

ة إنَّ المتسلسل
1

( )n

n

f x




  تتقارب بانتظام علىD إذا و قط إذا كان:    

   
1

0, : , , ( ) ,
n

k

k m

N n m N f x x D 
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 اخيبارات المتسلسلات الاقترانية (2-2)

إنَّ الاختلاف بٌن المتتالٌات والمتتالٌات الاقترانٌة من جهة، والمتسلسلات والمتسلسلات   

الاقترانٌة من جهة أخرى، أدى الى ظهور اختبارات تختص بها المتسلسلات الاقترانٌة عن 

     .المتتالٌات الاقترانٌة  ٌما ٌتعلق بالتقارب المنتظم

 :الاختبار الاول

 : (Weierstrass Test) اختبار فيرشتراس للتقارب المنتظم

لتكن    ( )nf x نات المعر ة على متتالٌة من الاقتراDو ، na  متتالٌة من

)الاعداد الحقٌقٌة الموجبة،  إذا كان  ) ,n nf x a x D    وكانت
1

n

n

a




  متقاربة  إن

المتسلسلة 
1

( )n

n

f x




  ًعلى طلاق وبالامتقاربة تقاربااً منتظمااD.( القوصً، المتتالٌات والمتسلسلات

 (84العددٌة والتابعٌة، ص
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بعض الكتب تطلق على المتسلسلة   
1

( )n

n

f x




  وهً المتسلسلة القرونةالسابقة اسم ،

بالمتسلسلة العددٌة  (مقرونة)تكون قرونة 
1

n

n

a




.(صً، المتتالٌات والمتسلسلات العددٌة والتابعٌةالقو) 

 :البرهان|   

بما أنَّ 
1

n

n

a




  ًبحٌثمتقاربة، إذااً هً تحقق شرط كوش: 

1

0, : , :
n

k

k m

N n m N a 
 

       والان بما أنه( ) ,n nf x a x D    َّإن 

1 1 1

( ) ( )
n n n

k k k

k m k m k m

f x f x a 
     

      أي أن المتسلسلة
1

( )n

n

f x




  تحقق شرط

، وبما أنّاً  هً اذا متقاربة بانتظامكوشً 
1

( )
n

k

k m

f x 
 

ها أٌضااً تحقق شرط كوشً، أي أن

 هذا ٌعنً أٌضااً أنَّ 
1

( )n

n

f x




 متقاربة بالاطلاق. 

 

 :ملاحظة|   

بانتظام وبالإطلاق،  كافٍ وغٌر لازم لوجود التقاربإن شرط  ٌرشتراس هو شرط   

 .وبالإطلاق دون أن تكون قرونة حٌث ٌمكن أن نجد متسلسلة متقاربة بانتظام

 

 :1-2مثال 

ادرس تقارب المتسلسلة التابعٌة 
4 2

1 1

sin
( )n

n n

nx
f x

n x

 

 




 . 

 :الحل

2: بملاحظة أنَّ 

24 2 4 2

sin 1 1
: sin 1, 0

nx
u x

nn x n x
   

 
 ،

: لتكن  2
1

1
n

n

a
n





 بذلك  إن المتسلسة المعطاة 0تتقارب الى  وهً متسلسلة عددٌة ،

 .تحقق شروط  ٌرشتراس وهً إذااً متقاربة بانتظام وبالإطلاق
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 :إضاءة| 

 كانت إذا   ,n na b متتالٌتان من الأعداد الحقٌقٌة، وكانت nS  متتالٌة المجامٌع

الجزبٌة للمتسلسلة 
1

n

n

b




 إن :        

  1 1 1, ( ) ( )
n n

k k n n m m k k k

k m k m

n m a b a S a S a a S  

 

      

 

 

 

 

 

 

 :الاختبار الثاني

 : (Dirichlet Test) للتقارب المنتظم ديريشليتاختبار 

لتكن  nf  متتالٌة من الاقترانات المعر ة علىD  بحٌث أن متتالٌة المجامٌع الجزبٌة

نٌة النو nS  محدودة علىD . إذا كانت  ng  متتالٌة من الاقترانات المتناقصة المعر ة

limمتقاربة تقاربااً منتظمااً للاقتران  Dعلى  ( ) 0,g x x D   إن المتسلسلة  ،
1

n n

n

f g




 

         (257كتكت، مبادئ التحلٌل الحقٌقً، ص).Dتكون متقاربة بانتظام على 

 

 :البرهان|  

بما أن   nS  0متتالٌة محدودة  إنه ٌوجد M  َّبحٌث أن :( ) ,nS x M x D   ،

: السابقة  إن الإضاءةوباستخدام 

1 1 1 1 1( ) ( )
n n n

k k n n m m k k k n m k k

k m k m k m

f g g S g S g g S M g g g g    

  

 
        

 
   

وبما أن المتتالٌة  ng  0متناقصة وxg  0:  إنه, :N N m n       بحٌث
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1: أنّ  1( ) , ( ) , ( ) ( ) ,
3 3 3

n

n m k k

k m

g x g x g x g x x D
M M M

  
 



      ًوبالتال :

( ) ,
n

k k

k m

f g x x D


  أي أن ، 
1

n n

n

f g




  ًتحقق شرط كوشً للتقارب المنتظم، إذااً  ه

 .Dتتقارب بانتظام على 

 

 :ملاحظة|  

ٌستخدم الرمز   0ng   للدلالة على أن ng  ًمتتالٌة من الاقترانات المتناقصة الت

 . 0 تتقارب إلى

 

 :2-2مثال 

ادرس تقارب المتسلسلة التابعٌة    
1

sin
, , 0,2

n

nx
x a b

n






 . 

 :الحل

لو حاولنا تطبٌق اختبار  ٌرشتراس نجد أن 
sin 1nx

n n
 لكن ،

1

1

n n





  لٌست تقاربٌة

 :وبهذا ٌفشل اختبار  ٌرشتراس، لذلك نستخدم اختبار دٌرٌشلت

: نفرض أن
1

( ) sin , ( )n nf x nx g x
n

   وlim ( ) 0n
n

g x


  ًوأٌضاا :

 
1 1

( ) ( ) sin
n n

n k

k k

S x f x kx
 

    متتالٌة المجامٌع الجزبٌة محدودة على ,a b 

:  إن المتسلسلة
1

sin

n

nx

n





 متقاربة تقاربااً منتظمااً على ,a b تبار دٌرٌشلتحسب اخ. 

  

 :الاختبار الثالث

 : (Able Test) أبل للتقارب المنتظماختبار 
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لتكن 
0

n

n

f




  متسلسلة متقاربة تقاربااً منتظمااً علىD وكانت ، ng  متتالٌة مطردة

،  إن المتسلسلة Dعلى ومحدودة من الاقترانات المعر ة  (وتٌرٌة)
0

n n

n

f g




  تكون متقاربة

 (258كتكت، مبادئ التحلٌل الحقٌقً، ص).Dبانتظام على 

 

 :إضاءة|  

، جامعة 5366مقرر تحلٌل حقٌقً ) .نظرٌة: المتتالٌة الوتٌرٌة تكون متقاربة إذا و قط إذا كانت محدودة

 (94القدس المفتوحة، ص

 

 :البرهان|  

ن بما أ 
0

n

n

f




  متقاربة تقاربااً منتظمااً علىD  إن متتالٌة المجامٌع الجزبٌة  nS 

       :، أي أنَّهDمتقاربة بانتظام على 

  0, : , ( ) ( ) , : 0
4

nN n N S x S x x D K
K


           

,0 :وكذلك أٌضااً  ( ) , ,nK S x K x D n                  

وبما أنَّ  ng :0: محدودة  إن  ( ) , ,nK g x K x D n      ،  ًولأنها وتٌرٌة  ه

1: متقاربة، أي 1( ) ( ) ( ) ( ) : 0,
4

n

n m k k

k m

g x g x g x g x K x D
K


 



       

  :وبهذا  إنَّ 

 

 

 

1 1 1

1 1 1

1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ( ) ( )) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ( ) ( )) ( )
4 4 4 4

n n

k k n n m m k k k

k m k m

n n n m m m

n

k k k

k m

f g x g x S x g x S x g x g x S x

g x S x S x g x g x S x g x S x S x

g x g x S x K K K K
K K K K

   


  

 

  





   

     

      

 



  

أي أن المتسلسلة 
0

n n

n

f g




 تتقارب بانتظام. 
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 :ملاحظات| 

أبل ودٌرٌشلت ٌختصان بالمتسلسلات الاقترانٌة التً ٌمكن كتابة حدها  اختباري .1

): العام بالشكل ) ( )* ( )n n nF x f x g x. 

 .اٌمكن تطبٌق اختباري أبل ودٌرٌشلت على المتسلسلات العددٌة كحالة خاصة منه .2

 .الشروط الواردة  ً كل الاختبارات السابقة، هً شروط كا ٌة وغٌر لازمة .3

موجبة، وبهذا ٌمكننا عددٌة  بمتسلسلةاختبار  ٌرشتراس ٌربط المتسلسلة الاقترانٌة  .4

استخدام المعاٌٌر الخاصة بالمتسلسلات العددٌة الموجبة  ً دراسة المتسلسلات 

 .الاقترانٌة

 

 

 

 

     

 الخاتمة

 

اوٌات غلم ال  فاق الماسػة للذهن، من  جلّهرً
ٓ

غلمٌ ممجع، ًفجح الا
 .وهذا البدح مدالٌ غلى ذلمثخٌو وثدلٌو وموعق، 

بػد دراسجي لهذا الممومو، والاظلاو غلى الن دٌر من الن جب  
لملتْ لَ والمراجع الجي ثواوَ 

ٔ
إنّ هذا الجاهب : ه، ولٌامي بن جابة هذا البدح، ا

ي المججالٌات وا
ٔ

اوٌات، ا في موالشجه لمجسلسلات الالجراهٌة، لا ًممن الرً
ها وإن هوت وبدده

ٔ
خاولت الجمسّع ه دٌراً في  في مشروو ههذا فكط، فا
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هها بدر واسعممومو المججالٌات والمجسلسلات الالجراهٌة
ٔ

، لا ًوضب ، إلا ا
ثعرق إلٌها، و ابجػدتُ غوها 

ٔ
بماب الن دٌرة الجي لم ا

ٔ
فٌه من الجزئٌات والا

 .لضٌق الملت

د، ، مع ذلم  ٌّ ن ًنمن بددي لد ثواول الممومو بشنوٍ ج
ٔ

رجم ا
ٔ

ا
وسع، إن ًسّر لي ربي هذا

ٔ
ثواول الممومو هفسه لاخكاً بشنوٍ ا

ٔ
 .ولربما ا
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